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Multivariate Data AnalysisMDA (introduction)

다변량(Multivariate Data Analysis) 개념
변수가 2개 이상인 데이터 분석 방법 (넓은 의미)변수가 2개 이상인 데이터 분석 방법 (넓은 의미)

인과관계 분석 (넓은의미)
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11211 개체 분류

군집분석
판별 분석

측정변수

개체
Y=f(X1, X2, …, Xp)+e

데이터차원 축약: 변수들의 상관관계 활용

주성분분석 (principal component analysis)

요인분석 (f t  l i )
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………… 판별 분석

데이터 축약
주성분 분석요인분석 (factor analysis)

개체분류: 개체 유사성(거리) 이용

군집분석 ( l  l )

주성분 분석
요인분석

군집분석 (clustering analysis)

판별분석 (discriminant analysis)

O h  MDAOther MDA
정준상관분석 (canonical correlation): 변수 그룹간 상관분석

대응분석 (correspondence analysis):  개체 분류 범주 분류
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Multivariate Data AnalysisMDA (methodology)

주성분 분석 요인 분석 판별 분석 군집 분석

변수들 관계 탐색 S D N N

자료 탐색 D S N S

새 변수 만들기 Yes Yes No No

개체 분류 No No Yes Yes

그룹간 평균 비교 P P R R

변수 그룹 P P N N

Definitely, Sometimes, Rare, Possible, Not possible 

Non-metric 군집분석: MDS

차원(변수) 줄이기 D P N N

주성분분석 요인분석 판별분석 군집분석

다변량 변수의
상관관계를

소수 몇 개의 공
통 인자를 이용

소속 집단이 알려
진 개체의 측정

측정 다변량변수를
활용하여 개체들의상관관계를

이용하여 데이터
차원 축소

통 인자를 이용
하여 다변량 데
이터 변수 분류

진 개체의 측정
다변량변수 이용하
여 판별식을 얻고
새로운 개체 분류

활용하여 개체들의
유사성을 계산하고
이를 이용하여 개체
를 분류
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Multivariate Data AnalysisPCA (concept)

개념
주성분 분석은 데이터가 흩어져 보이는 방향을 찾아서 그로부터 데이터를 분석하는 기법주성분 분석은 데이터가 흩어져 보이는 방향을 찾아서 그로부터 데이터를 분석하는 기법

데이터가 가진 정보(변동)을 잘 간파할 수 있는 방향에서 데이터를 재표현

데이터의 분산을 최대로 하는 합성변량을 찾음으로써 파악 가능함

변수들이 가진 변동(정보)을 일부 희생하여 변수를 축약하는 방법변수들이 가진 변동(정 )을 일부 희생하여 변수를 축약하는 방법

(예제 그림) 2차원 데이터 정보(변동)를 1차원에 표현? 어느 방향에서 데이터를 바라보나?

x2

y1

데이터의 변동을 크게 바라보는 시각: 주성분

차원 축소: p개 원변수 변동을 1~2개의 주성분 변동으로 설명 x1
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Multivariate Data AnalysisPCA (a bite)

예제데이터 (p=2, 개체=20) IQ Math
110 23

원변수산점도
개체에 대한 측정변수의 변동(정보) 표현

공분산

115 24
125 95
112 14
118 34
124 78공분산

주성분 Y=LX, L=loading matrix

Y1=l *IQ+l *Math

121 29
120 62
115 57
117 17
119 48

Y1Y2

L1 L2Y1=l11*IQ+l12*Math

Y2=l21*IQ+l22*Math

주성분산점도 및 공분산

123 55
118 45
121 29
113 31
115 41

L1 L2
0.12 0.99 
0.99 -0.12 

주성분산점도 및 공분산 119 75
114 34
122 35
124 43
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Multivariate Data AnalysisPCA (application)

Typical example
기성복 바지 구입:  여러 측정치들이 (길이  둘레) 2개의 이미지 변수로 축약기성복 바지 구입:  여러 측정치들이 (길이, 둘레) 2개의 이미지 변수로 축약

이미지변수는합성변수, 주성분변수라한다.

활용방법: (p≥3) 다변량 데이터를 저차원(1, 2 차원)으로 축약한 후활용 방법: (p≥3) 다변량 데이터를 저차원(1, 2 차원) 축약한 후

주성분 분석은 중간 단계이다. (데이터 축약을 통한 개체 분류나 변수 구조 탐색 도구)

데이터 스크린 (*)

상자수염그림이나산점도를이용하여개체특성표현가능

개체 분류 (*)

합성변량(이를주성분)에의해개체분류가능

개체 순위 (*)

다변량측정변수개념하에서개체순위부여가능: 가중평균개념

개체 판별

판별변수가많은경우변수를축약하여이를이용: 컴퓨팅기술발전후사용하지않음

회귀분석

다중공선성문제해결: 주성분변수는서로독립이라는성질이용

not recommended: 주성분변수성격이모호
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Multivariate Data AnalysisPCA How to get PCs (concept)

원변수((x1, x2) 이변량 정규분포) 공분산 행렬
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주성분 변수의 분산의 합 (9.7, 3.2)

원변수분산의합과동일하다.

주성분 변수 상관계수 0

주성분 변수는 원변수의 선형결합

주성분은 데이터 변동을 가장 잘 표현하는 순서대로 구해진다.

그러므로 최초 1-2개 (최대 3개) 활용하여 원변수를 축약한다. (예제: Y1으로 (X1, X2) 정보 표현)
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Multivariate Data AnalysisPCA How to get PCs (calculation of principal components, concept)

주성분(principal component)이란?

주성분은 원변수의 선형결합이다. (합성변량) Y=LX x
x
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주성분은 원변수의 선형결합이다. (합성변량) Y LX

산형계수 행렬 L: 부하행렬(loading matrix)
xL

x

x

lll

lll

y

y
y

ppppp

p

p

=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

= 2

21

212212

  

 

주성분개념
p개 원 변수의 선형 결합인 주성분 변수를 이용하여 원 변수의 공분산 구조를 설명하는 방법

공분산 구조를 설명한다는 것은 원 변수의 변동 합과 주성분 변수의 변동 합은 동일하다는 것을 의미한다. 공분산 구조를 설명한다는 것은 원 변수의 변동 합과 주성분 변수의 변동 합은 동일하다는 것을 의미한다. 

계산원칙계산원칙

주성분 변수는 서로 독립이다.

주성분의 개수는 원변수의 개수 p와 동일하다.

첫 번째 주성분의 분산(변동, 원변수 변동에 대한 설명 능력)은 가장 크고, 순차적으로 줄어든다.첫 번째 주성분의 분산(변동, 원변수 변동에 대한 설명 능력)은 가장 , 순차적 줄어든다.

제일주성분 (제이주성분포함)으로원변수변동의대부분을설명: 80% rule

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr7 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisPCA How to get PCs (calculation of principal components, how to)

원변수벡터와 공분산 행렬 (covariance matrix, 모집단 Σ, 표본 S)

⎞⎛ x ⎤⎡ σσσ 11211

공분산행렬(Σ)의 고유치
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공분산행렬(Σ)의 고유치
계산 방법:                            을 만족하는 λ들을 고유치라 한다.

고유치는 행렬의 차수만큼 존재한다.

고유치 의미: 주성분 변수의 분산 (슬라이드 9에서 타원의 폭과 높이에 해당)

pλλλ ≥≥≥ ...210|| =−Σ × ppp Iλ

고유치 의미: 주성분 변수의 분산 (슬라이드 9에서 타원의 폭과 높이에 해당)

공분산행렬(Σ)의 고유벡터
계산방법:                        을 만족하는 벡터 e를 고유벡터라 한다.ee λ=Σ계산방법:                        을 만족하는 벡터 e를 고유벡터라 한다.

고유벡터는 무수히 많이 존재

고유벡터는 서로 orthogonal 하다. 

고유벡터를 주성분 계산 선형계수로 사용한다. (e=l)

iii ee λ=Σ

jiforee ji ≠=   0'

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

=
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

= p

p

p

p

eee

eee

lll

lll

L
  
  

  
  

21221

11211

21221

11211

유벡터를 주성분 계산 선형계수 사용한다. (e )
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Multivariate Data AnalysisPCA How to get PCs (calculation of principal components, how to 2)

주성분구하기
제일 주성분 (first principal component)제일 주성분 (first principal component)

을만족하는벡터중 을최대화하는벡터 를선형계수로하여구해진합성변수.

슬라이드 12: 공분산행렬(S)로부터얻어진고유치 λ1에대응하는고유벡터 e1 중 을만족하는고유벡터

제이 주성분 (second PC)

11
'
1 =aa ))('( 1 μ−xaV

1a
)('

11
μ−= xay

11
'
1 =ee

)('
22

μ−= xay

을만족하는벡터중 을최대화하는벡터 를선형계수로하여계산한합성변수.

슬라이드 12: 공분산행렬(S)로부터얻어진고유치 λ2에대응하는고유벡터 e2 중 을만족하는고유벡터

주성분 개수는 원변수 개수와 동일하다.

1,0 2
'
22

'
1 == aaaa  ))('( 2 μ−xaV 2a

22

1,0 2
'
22

'
1 == eeee  

주성분성질2
iiii eeYVar λ=Σ= ')( kiforeeYYCov kiki ≠=Σ=   ,0),( ' ∑∑∑

===

==
p

i
i

p

i
i

p

i
i XVYV

111
)()( λ

주성분의 변동은 고유치와 같고, 변동의 크기는 제일, 제이, … 순이다.

주성분 변수는 사로 독립이다.

주성분 변수의 변동 합은 원변수 변동 합과 동일하다.

주성분 변수는 계산 식을 실제 데이터에 의해 계산된 값을 주성분 점수(score)라한다.
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Multivariate Data AnalysisPCA Interpretation of PCs (ratio of explained variances, choose # of PCs)

주성분기여율
원변수 변동의 설명능력 측정: (주성분 변수의 분산)/(원변수 변동 합) = kyS

222

2
1 λ

원변수 변동의 설명능력 측정: (주성분 변수의 분산)/(원변수 변동 합)

K번째 주성분 변수 기여율

누적 기여율 k

∑
=

+++ p

i
i

xxx p
SSS

1

222 ...
21 λ

누적기여율
제일 주성분부터 K번째 주성분까지 변동 합

상관계수행렬 (correlation matrix  R) 사용

∑∑
==

=
p

i
i

k

i
i

11

/ λλ누적기여율

상관계수행렬 (correlation matrix, R) 사용

원변수의 측정 단위가 상이한 경우: 주성분 계산 시 단위 크기가 큰 원변수의 영향(분산이 크므로)이 크다.

문제 해결을 위하여 상관계수 행렬 사용하여 고유치, 고유벡터를 구한다. (절차는 공분산 행렬과 동일)
k

∑율
주성분개수 결정

80% rule (공분산 행렬 사용 시) / 고유치 1 이상 (상관계수 행렬 사용 시)

Scree 도표 이용

p
i

i /
1
∑
=

= λ누적기여율

Scree 도표 이용

Y축고유치, x 축을주성분순차번호산점도

고유치가감소경향을시각적으로표현

급격히감소하는곳에서주성분개수결정
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Multivariate Data AnalysisPCA Interpretation of PCs (loading matrix)

부하 (loading) 정의
공분산 행렬로부터 얻어지는 을 성분부하(component loading)라 정의jjj ec λ=공분산 행렬로부터 얻어지는 을 성분부하(component loading)라 정의

주성분 변수를 계산할 때 사용되는 선형계수 값

사용

jjj

사용
주성분 변수를 계산할 때 원변수가 주성분 변수에 미치는 영향 정도가 부하이다.

부하 값이 크다는 것은 원변수의 영향력이 크다. (*전제조건: 원변수의 단위가 유사, 그렇지 않으면 상관계수 행렬 사용)

이를 이용하여 주성분 변수의 이름 부여한다.이를 이용하여 주성분 변수의 이름 부여한다.

주성분분석 절차

주성분주성분

구하기

•공분산/상관계수 행렬

주성분 개수

결정
주성분

이름 부여

2차

분석

•고유치

•고유벡터(선형계수)

•80% 규칙

•고유치 1이상

•Scree plot

•Loading 값 크기 •데이터 스크린

•개체 분류

•개체 순위부여
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Multivariate Data AnalysisPCA in SPSS

데이터 APPLICANT.SAV

A 회사에서는 48명의 지원자에 대해 그들의 능력을 10점 만점으로 15개 영역(변수 이름 X1~X15)을에 대해 조사A 회사에서는 48명의 지원자에 대해 그들의 능력을 10점 만점으로 15개 영역(변수 이름 X1 X15)을에 대해 조사

메뉴

주성분 분석은 요인분석의 일부분으로 되어 있음주성분 분석은 요인분석의 일부분으로 되어 있음
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Multivariate Data AnalysisPCA in SPSS(2)

메뉴 (cont.)

변수의 단위나 속성이 다르면 상관행렬, 동일하면 공분산 행렬 사용변수의 단위나 속성이 다르면 상관행렬, 동일하면 공분산 행렬 사용

주성분 개수는 지정하거나 고유값=1 기준(80% 규칙과 일치) 선택하면 된다.

사후적으로선택할수있음. 우선 3개로초기지정
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Multivariate Data AnalysisPCA in SPSS(3)

메뉴 (cont.)

요인 회전

고유치에대응하는고유벡터는무수히많이존재한다는사실활용

부하값의구별용이하게하기위하여

계수행렬=부하행렬

주성분변수(점수) 이름부여시사용
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Multivariate Data AnalysisPCA in SPSS(4)

변동설명 비율 및 Scree 도표

주성분은원변수의개수(15)만큼존재한다. “전체” 열은고유치의값이고, “%분산” 열은주성분의원변수변동설명비율이다. 
마지막 “%누적” 열은주성분설명력의누적이다. 출력결과에의하면 4개의주성분이면누적설명력이 83%이므로 15개의변수가성 명 성 명
4개의주성분으로축약될수있다. 그러나주성분이 3개인경우설명력은 78%으로 80%와 차이가없고주성분개수가적을수록
주성분분석효율성이높아지므로 3으로하는것이적절하다. 

상관계수행렬이용시고유치 1 이상과 80% 규칙은일치
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Multivariate Data AnalysisPCA in SPSS(5)

부하값

15*111.0...2*032.01*049.01 XXXY +++=  주성분제일

15*364.0...2*014.01*233.02 XXXY ++−=  주성분제이

주성분 이름 부여 (not easy)

제일주성분계수크기에의하면 X6(명석), X8(판매능력), X10(돌파력), X11(야망), X12(개념파악), X13(잠재력) 변수의크기가제일주성분계수크기에의하면 X6(명석), X8(판매능력), X10(돌파력), X11(야망), X12(개념파악), X13(잠재력) 변수의크기가
크므로제 1 주성분은정신적&지적능력으로할수있다.

제이주성분에서는 X9(경험), X15(적합)이 큰역할을하므로경험주성분이라할수있다.

제삼주성분에서는 X4(호감), X7(진실), X14(사교)의크기가크므로감성변수로이름하면된다. 
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Multivariate Data AnalysisPCA in SPSS(6)

주성분점수 활용
15개의 원 변수를 축약하여 3개의 주성분을 얻었다. 데이터에 “FAC* *” 라는 이름으로 저장된다.15개의 원 변수를 축약하여 3개의 주성분을 얻었다. 데이터에 FAC _  라는 이름으로 저장된다.

주성분 점수에 의한 개체 순위
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Multivariate Data AnalysisPCA in SPSS(7)

이상치 발견

산점도의 점들을 보면 제일 주성분의 설명
력이 제이 주성분에 비해 크므로(고유치가
가장 크다) 타원의 현태가 나타난다 제일가장 크다) 타원의 현태가 나타난다. 제일
주성분(지적 능력)에 의해 지원자들 선발하
면 수직선 오른편에 있는 6명을 선발하면
된다. ID 41, 42번 지원자는 제일 주성분
은 낮고 제이 주성분은 매우 높아 이상치
이다. 지적 능력은 낮으나 경험이 매우 많이다 지적 능력은 낮 나 경험이 매우 많
은 지원자이다.

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr18 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisPCA in SPSS(challenge)

[http://lib.stat.cmu.edu/DASL]] . BIG8.SAV
학교명  경기 수  이긴 회수  Rushing공격 야드(RO YDS)  Rushing수비 야드  Passing공격 야드  Passing수비 야드학교명, 경기 수, 이긴 회수, Rushing공격 야드(RO_YDS), Rushing수비 야드, Passing공격 야드, Passing수비 야드

승률 계산 및 순위 부여
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Multivariate Data AnalysisPCA in SPSS(challenge 2)

설명 변동 비율 및 부하

제일주성분은수비능력으로볼수있다. 제이주성분은패싱공격능력이라할 수있다. 허용한야드가적을수록수비능력이높
은것이므로제일주성분이작은값일수록순위높은팀이다. 제이주성분에서패싱야드계수가음이므로이것역시낮은학교가
순위가높을것이다순위가높을것이다.

주성분 순위 부여

이상치 발견하자.
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Multivariate Data AnalysisFA (concept)

개념
개체의 특성을 측정한 변수들 간에는 구조적 연관 관계(상관 관계)가 존재한다. 공분산 구조개체의 특성을 측정한 변수들 간에는 구조적 연관 관계(상관 관계)가 존재한다. 공분산 구조

구조적 연관 관계 크기(상관계수 )에 따라 변수들을 그룹화

요인분석은변수들의내재된상관관계를이용하여요인을구하고이를이용하여

(1)변수들을분류하고 (변수그룹에는원변수일부만포함되어있다) 

(2)그룹에적절한의미를부여하는(그룹이름부여) 분석방법이다. 

역사
요인 분석(FA: Factor Analysis 혹은 인자 분석이라고도 함)은 사람의 지적 능력을 측정하고 이에 연관된 변수들을 이해
하려는 노력의 일환으로 Galton(1888)에의해 제안되었다.

수학적인 모형은 Spearman(1904 상관 계수 제안자)에 의해 발전

상관계수만으로과목의구조적특성파악난관, 과목의구조를설명하는새로운개념 factor 유도

Classic French English Math Discover Music
Classic 1 .83 .78 .7 .66 .63
French 1 .67 .67 .65 .57
English 1 .64 .54 .51
Math 1 .45 .51

Discover 1 .4
Music 1
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Multivariate Data AnalysisFA (why FA?)

다변량데이터
개체들의 특성을 측정한 (유사)변수들이 서로 상관 관계를 맺고 있어개체들의 특성을 측정한 (유사)변수들이 서로 상관 관계를 맺고 있어

직접적인 해석이 어렵고 여러 변수들간의 구조적 연관 관계를 파악하기 힘든 경우

요인(인자, factor)을이용하여

원변수의내재된구조적관계를이해한다.원변수의내재된구 적관계를이해한다.

요인의개수를결정한다. 그룹의크기

변수그룹의이름부여, 부하행렬이용

fff

33

22

11

λ
ηλ
ηλ
ηλ

+=
+=
+=

fh
fenglish
ffrench
fclassic

요인(factor)이란?
Latent 변인, 공통 변인

clcl DiDi
MuMu

factorfactor

cl Di
Mu

factor

66

55

44
cov

ηλ
ηλ

ηλ

+=
+=

+=

fmusic
ferdis

fmath

clcl DiDi
frfr mamaenen

η1η1
η2η2

η6η6

η3η3 η44η44
η5η5

cl Di
fr maen

η1
η2

η6

η3 η44
η5

η2η2 η3η3 η4η4

factor1factor1 factor2factor2

η2 η3 η4

factor1 factor2
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Multivariate Data AnalysisFA (a bite)

요인분석과상관분석(산점도행렬)

Football xlsFootball.xls

변수: RO_YDS, RD_YDS, PO_YDS, PD_YDS, TO_YDS, TD_YDS

변수의 구조적 관계 상관관계에 따라 요인의 loading 값 크기가 결정된다. 

변수의 그룹화는 상관관계 정도에 의존상 정
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Multivariate Data AnalysisFA (comparing to PCA)

유사점
변수들의 구조를 파악하기 위하여 공분산행렬(상관계수 행렬)를 이용한다.변수들의 구조를 파악하기 위하여 공분산행렬(상관계수 행렬)를 이용한다.

새로운 변수가 만들어진다. 주성분점수, 요인점수

차이점

PCA는 원변수 X 차수 축약  FA는 원변수 X를 그룹화PCA는 원변수 X 차수 축약, FA는 원변수 X를 그룹화

주성분 분석 요인 분석

주성분은 원 변수의 직교 선형 결합으로 표현 인자들의 직교 선형 결합으로 원 변수들을 표현주성분은 원 변수의 직교 선형 결합으로 표현

Y=LX, L은 선형계수 행렬

인자들의 직교 선형 결합으로 원 변수들을 표현

X=LF, L은 부하행렬, F는 관측불가

주성분은 변수들의 변동을 설명한다. 요인은 변수들의 분산-공분산 구조 설명한다.

요인분석이나 주성분 분석의 L을 구하는 방법 유사하다. 공분산 행렬, 상관 행렬로부터 고유치 그에 대응하는 고유 벡터를 이용요인분석이나 주성분 분석의 L을 구하는 방법 유사하다. 공분산 행렬, 상관 행렬로부터 고유치 그에 대응하는 고유 벡터를 이용

행렬 L은 변수의 개수 축약하는데 사용되며 는 주성분의 이름을

붙이는데 사용

행렬 L은 변수에 내재된 관계를 알아보는데 사용되며 는 변수들

을 그룹화 하는데 사용한다.

적절한 주성분의 수를 구하고 주성분의 이름을 부여하고 주성분적절한 주성분의 수를 구하고 주성분의 이름을 부여하고 주성분

들간 산점도로 이상치 발견하거나 각 주성분 점수에 의해 개체 순

위

적절한 인자의 수를 구하고 이를 이용하여 변수들을 그룹화 하고

그룹을 이용하여 변수에 내재된 관계를 알아본다.
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Multivariate Data AnalysisFA (comparing to PCA with an Example)

Applicant.XLS
입사 지원자들에 대한 15개 항목 평가 주성분 분석 / 요인분석 결과입사 지원자들에 대한 15개 항목 평가 주성분 분석 / 요인분석 결과

주성분: 15개 항목축약, 요인분석: 15개 항목그룹화

주성분분석주성분분석

요인분석
요인추출: 주성분 이용
공분산 행렬 사용

요인분석
요인추출: 주성분 이용
공분산 행렬 사용

주성분분석
공분산 행렬 사용
주성분분석
공분산 행렬 사용

fij

고유값 동일
요인/주성분 원변수 설명 정도 동일
고유값 동일
요인/주성분 원변수 설명 정도 동일

lij

요인 loading : 원변수 그룹에 사용
X=L(loading)F

주성분 계수: 주성분 이름 부여에 사용
Y=L(linear coefficient)X

요인 loading : 원변수 그룹에 사용
X=L(loading)F

주성분 계수: 주성분 이름 부여에 사용
Y=L(linear coefficient)X

ijiij lf λ=
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Multivariate Data AnalysisFA (Model and Assumption)

모형
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xi는 i번째 원변수 x: 원변수 벡터

fi는 i번째 공통요인 (common factor) f: 요인 벡터

한 하 하 행

ppppp ⎠⎝⎠⎝⎠⎝⎠⎝

lij는 i변수에 대한 j요인부하 (factor loading) L: 부하 행렬 (factor loading matrix)

ηi는 i번째 원변수에 대한 오차항(공통인자가 설명하지 못하는 원인), 특정요인(specific factor)라함

가정가정

fi는서로 독립이고 평균 0, 분산 1인 동일분포를 따른다.

ηi는서로 독립이고 평균 0, 분산 wi인 동일분포를 따른다.

와 는 서로 독립이다

),0(~ Iiidf

),..,,(,0(~ 21 pdiag ψψψψη =

fi와 ηi는 서로 독립이다. 0),( =fCov η
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Multivariate Data AnalysisFA (Model and Assumption: interpretation)

모형해석
공통요인은 원변수 변동을 100% 설명한다.공통요인은 원변수 변동을 100% 설명한다.

i번째 원변수 변동=공통성(communality)+특정분산(specific variance), m<p

ψψη +′=+′=+==Σ LLLfLCovfLCovxCov )()()( ),..,,(,0(~ 21 pdiag ψψψψη =

번째 원변수 변동 공통성( y) 특정분산( p  ), p

만약 m=p인경우에는특정분산=0이다.

i
m

k
ikiimiiiii llllxVar ψσ +∑=Ψ++++==

=1
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공통성은요인들이설명하는원변수변동

원변수 xi, xj의 공분산: ∑=
=

m

k
jkikji llxx

1
),cov(
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............

21  ...  

원변수 xi, 요인변수 fj의 공분산

요인 개수 m<p

=k 1

ikki lfx =),cov(

차원 축소

변수그룹화

일부요인점수사용 (고유치 1 이상, 80% 규칙)
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Multivariate Data AnalysisFA (How to get Factors: solving equation)

요인방정식해 구하기 (X=LF)

principal factoring w/ or w/o iteration  Rao’s canonical factoring  alpha factoring  image factoring  maximprincipal factoring w/ or w/o iteration , Rao s canonical factoring, alpha factoring, image factoring, maxim
um likelihood, un-weighted least square factor analysis, Harris factoring

Minitab: 주성분 방법(*), 최대우도 방법 제공

주성분방법
원변수 공분산행렬(상관계수 행렬)로부터 고유치 고유벡터를 구한다. (주성분과 동일)

⎥
⎤

⎢
⎡ e '

11λ ⎤⎡Ψ⎤⎡ e 00
'
11λ

⇒′=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

=Σ LL

e

e

e

eee

pp

pp

'

'
22

11

2211 ]|||[

λ

λ

λ

λλλ Ψ+′=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Ψ

Ψ
Ψ

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Σ LL

e

e

e

eee

p
mm

mm

    0      0 
---

0          0
0     0  

]|||[ 1

1

'

'
22

11

2211

λ

λ

λ

λλλ ∑
=

−=Ψ
m

i
ijiii ls

1

2

i번째공통요인에의해원변수의설명변동크기는 λi이다.

요인과주성분의관계

최대우도추정방법

iii yf λ=

)|()|(ma LLLL Ψ+′Σ
원변수가 다변량 정규분포 가정(강한 가정: 비율, 발생 회수, 소득, 자동차 가격 등 예외) 하에서

L의초기치로다중상관계수제곱을취하고큰공통성을가진변수에는큰가중치를주게되므로공통성의추정치가 1 이상이되
는 Heywood가발생한다. 이 상황에서는Ψ의 추정치가음이된다. (사용불가)

)|,()|,(max
,

xLLLxL
L

Ψ+=Σ
Ψ

μμ
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Multivariate Data AnalysisFA (How to get Factors: how many factors?)

부하(lij, loading) 의미
각요인(원변수 내재된 관계의 공통 부분)이 원변수에 미치는 영향력 크기 ⎟
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각 요인(원변수 내재된 관계의 공통 부분)이 원변수에 미치는 영향력 크기

각 요인에서 부하 절대값이 큰 것들만 선택하여 변수들을 그룹화 한다.

그룹화: 그룹내변수들의평균값계산

부하값이음인경우는반대개념: 반대부호는 (-)를 붙여준후평균계산

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

+

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝ pmpmpp

m

p f

f

lll

lll

x

x

η

η
......

 ...  
...

...
...

22

21

222212

factor1             factor2 Error

요인의 개수는 변수 그룹 개수를 의미한다.

공통성 (communality)

요인들이설명하는원변수변동부분

factor1             factor2 Error

Common factors

i
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ikiimiiiii llllxVar ψσ +∑=Ψ++++==
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1 ...)(

원변수분산=공통성+특정분산

요인 개수 구하기
(1)trivial한 요인은 제외하자. 원 변수 1-2개에만 부하 값이 큰 요인은 제외하자. 이 요인에 의해 묶을 수 있는 변수는 1-2
개이므로 그룹의 의미가 없기 때문이다.

(2)Kaiser 판단(가장 많이 이용): 변수들의 상관 관계가 0이면 (즉, 상관계수 행렬 R은 항등 행렬 I) 원 변수의 개수와 주성분의 개수가
같아지고 주성분의 분산은 모두 1이고 각 주성분이 가지는 분산 평균도 1이다. 이를 이용하여 상관계수 행렬로부터 구한 고유치가 평균인 1이같아지고 주성분의 분산은 모두 1이고 각 주성분이 가지는 분산 평균도 1이다. 이를 이용하여 상관계수 행렬로부터 구한 고유치가 평균인 1이
상인 되어야 한다는 판단 하에 고유치가 1 이상인 것만으로 요인의 개수 결정

Scree Plot 사용: 주성분과 동일, 80% 규칙 사용 가능 (% Var: 분산 변동 설명비율)

요인 개수 강제 결정: 그룹의 개수를 미리 결정하거나, 원변수를 어느 한 그룹에 반드시 속하게 할 때 사용
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Multivariate Data AnalysisFA (factor rotation)

개념
요인의 개수 m<p인 경우 부하 행렬의 해는 많은 해가 존재.요인의 개수 m<p인 경우 부하 행렬의 해는 많은 해가 존재.

요인 부하 값에 의해 원 변수를 그룹화 한다, but 

(1)요인의복합성: 하나의원변수에부하값이큰요인이 2개이상존재하거나

(2)인자의크기가 0을중심으로±의작은값이있는경우부하값으로변수를그룹화하는것은불가능하다. 

정의
각요인이상대적으로큰 부하값을갖도록요인을회전(rotate)

방법: QUARTIMAX rotation, OBLIQUE rotation, PROMAX rotation, VARIMAX(*) 

VARIMAX 방법: (Kaiser 제안) 간단한구조측정치로부하행렬의분산을최대화하는회전방법

0.5

예제

0

0.25변수 요인1 요인2

X1 0.55 0.43

X2 0.56 0.29 m

-0.5

-0.25

0 0.5 1X3 0.39 0.45

X4 0.74 -0.27

X5 0.72 -0.21

X6 0.59 -0.13

∑=
=

m

k
jkikji llxx

1
),cov(
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Multivariate Data AnalysisFA (factor score)

요인점수 F 의미
원변수에 내재된 공통성 측정원변수에 내재된 공통성 측정

요인들은 서로 독립이다. 

제일 요인이 원변수 구조를 가장 많이 설명, 제이 요인…

주성분 점수와 비교주성분 점수와 비

주성분은원변수의선형결합, 원변수에의해만들어짐

요인점수는원변수의내재된공통개념

L의의미
주성분 (Y=LX): 원변수가 주성분에 미치는 영향, 주성분 이름 부여

요인(X=LF): 요인이 원변수에 미치는 영향, 원변수 그룹화에 활용, 역으로 요인점수 이름 부여에 사용하기도 한다.

요인점수구하기 ((X=LF+η)

관측치 X=> L 계산 , 그러나 unknown η
Bartlett’s Method (Weighted Least Square Method)

Thompson’s Method (Regression Method)
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Multivariate Data AnalysisFA in SPSS (1)

Applicant.txt 예제 계속
1

22
3
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Multivariate Data AnalysisFA in SPSS (2)

요인점수 저장?

4

변수의 단위와 속성이 유사하면 변수 그룹 내의 변수 평균으로 요인점수 사용

변수 단위나 속성이 다르면 요인점수(이것이 주성분 점수 개념) 구하기에 의해 계산된 값 사용
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Multivariate Data AnalysisFA in SPSS (3)

변동설명 비율
상관 계수 행렬이 사용되었으므로 고유치의 합은 원 변수 개수 15이다. 상관 계수 행렬이 사용되었으므로 고유치의 합은 원 변수 개수 15이다. 

고유치가 1이상 공통 요인의 원 변수 변동의 설명력은 80% 이상이다.

부하활용부하활용

그룹1: (자신감 x5), (명석 x6), (마케팅 능력 x8), (추진력 x10), 
(야망 x11) (개념 파악 능력 x12) (장래성 x13)(야망 x11), (개념 파악 능력 x12) , (장래성 x13)

그룹 2: (이력서 x1), (경험 x9), (업무 적합성 x15)
그룹 3: (친밀감 x4), (진실 x7)

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr34 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisFA in SPSS (4)

결과활용

측정 변수 단위와 속성이 동일하면 변수의 평균 사용

설문지 리커트 척도 하위문항 구성에 사용

exploratory factor analysisexploratory factor analysis

confirmatory factor analysis (LISREL)
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Multivariate Data AnalysisFA in SPSS (challenge)

POLICE.SAV
경찰에 지원한 50명의 신체적 특성 15개를 측정하였다. [Applied Multivariate Methods for Data Analysts  Dallas 경찰에 지원한 50명의 신체적 특성 15개를 측정하였다. [Applied Multivariate Methods for Data Analysts, Dallas 
E. Johnson, 1998, p160] 

ID: 지원자번호/REACT: 시각적자극에대한반응시간/HEIGHT (cm) / WEIGHT (kg) 

SHLDR: 어깨넓이(cm) / PELVIC: 골반넓이(cm) / CHEST: 가슴넓이(cm)

THIGH: 허벅지피부두께 (mm) / PULSE: 맥박 / DIAST: 심장혈압 / CHNUP: 턱걸이회수

BREATH: 폐활량 (liter) / RECVR: 런닝머신에서제자리달리고 5분 후 맥박

SPEED: 런닝머신에서제자리달리기최대속력

ENDUR  런닝머신에서달릴수있는최대시간(분) / FAT  비만도ENDUR: 런닝머신에서달릴수있는최대시간(분) / FAT: 비만도
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Multivariate Data AnalysisFA in SPSS (challenge 2)

brief solution

변수의측정단위와속성이다르므로요인점수활용하자변수의측정단위와속성이다르므로요인점수활용하자.
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Multivariate Data AnalysisDA (concept)

Individual Directed Technique
측정 변수(항목)에 의한 개체 분류측정 변수(항목)에 의한 개체 분류

분류되어있는집단간의차이를의미있게설명해줄수있는독립변수들을찾아내어

변수의선형결합으로판별식(Discriminant function) 을만들어낸다.

이판별식을이용하여분류하고자하는개체의집단을판별 Variable Directed TechniquesVariable Directed Techniques

데이터유형

집단변수: 범주형 혹은 이진형

Variable Directed Techniques
•변수 축약: 주성분 점수

•유사 변수그룹: 요인분석, 요인점수

Variable Directed Techniques
•변수 축약: 주성분 점수

•유사 변수그룹: 요인분석, 요인점수

판별 변수: 측정형(등간 척도 포함)

사례

이름 취업
여부

어학
능력

학점 봉사활동

Kim X 550 3.5 12 months

•개체분류
군집분석

판별분석

•개체분류
군집분석

판별분석

6개월내 TU 해지 고객 판별 변수 및 판별함수 유도

SKT/KT/LGT 가입 고객 판별 변수 및 판별함수 유도

서비스 이용 불만고객 성향 분석

Lee X 600 3.2 6 m

Park X 700 4.0 0 m

Hong O 850 3.8 24 m

주성분점수나 요인점수 이용 개체 판별?

집단에 따른 주성분점수 차이 분석 집단 성향 T-검정(이진형 집단), 분산분석(3 집단 이상)

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr38 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisDA (comparing to similar techniques)

Clustering analysis
(유사) 개체를 분류 (grouping)(유사) 개체를 분류 (grouping)

(상이)데이터에는 집단을 구별하는 변수 없음 개체의 유사성(similarity)에 의해 개체 분류

Regression analysisg y
(유사) 

집단변수가이진형혹은순서형 종속변수, Logistic Regression

판별변수와회귀분석독립변수집단차이설명

(상이)

판별분석은집단이범주형인경우에도가능

집단을구별하는판별식유도(집단분류), 회귀분석은연결함수이용선형모형화 (집단 소속예측확률))

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr39 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisDA (Discriminant Rule: concept)

판별함수 (discriminant function)

R=f(X1  X2  …  Xp): 개체의 집단을 판별하는데 사용되는 판별변수의 함수R f(X1, X2, …, Xp): 개체의 집단을 판별하는데 사용되는 판별변수의 함수

판별함수찾기

집단 내 분산에 비해 집단간 분산의 차이를 최대화하는 독립변수의 함수를 찾는다집단 내 분산에 비해 집단간 분산의 차이를 최대화하는 독립변수의 함수를 찾는다.

판별함수개수
Min(집단 개수-1  판별변수 개수)Min(집단 개수-1, 판별변수 개수)

데이터크기
관측치(개체)의 개수(데이터의 크기  표본 크기)가 판별변수 개수의 20배 이상관측치(개체)의 개수(데이터의 크기, 표본 크기)가 판별변수 개수의 20배 이상

집단의 각 범주에 최소한 20개의 관측치가 요구

위의 조건을 충족시키지 못하면 분석결과는 불안정(판별식을 구성하는 각 독립변수와 전체 판별식의 설명력과 예측력을
신뢰할 수 없다는 의미)해 짐)
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Multivariate Data AnalysisDA (Discriminant Rule: type)

판별함수 집단이 2개(k=1집단, 2집단) 인 경우, 판별변수 X1, X2, …, Xp판별함수 집단이 2개(k 1집단, 2집단) 인 경우, 판별변수 X1, X2, …, Xp

Z: 판별점수, ai는 판별계수

Fisher’s Linear Discriminant Function (선형함수)

pp XaXaXaZ +++= .......2211

Fisher s Linear Discriminant Function (선형함수)

j번째 개체:  집단 1에 분류, 그렇지 않으면 집단2에 분류

두 집단의 분산이 같다는 가정, 판별식에 사용되는 개념은 Mahalanobis 거리

)()')(2/1(
21

1
21

μμμμ −Σ−= −k0)( 1
21 >−Σ′− − kx jμμ

이차함수
두집단의 분산이 같지 않을 때

거리의 제곱의 함수가 k와는 달리 이차 형식거리의 제곱의 함수가 k와는 달리 이차 형식

선형함수에 비해 경계의 유연성은 있으나 항상 좋은 것은 아님

예제 데이터 서비스 MTW예제데이터 서비스.MTW

OO 서비스 해지여부를 판별하는 변수로 나이, 소득
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Multivariate Data AnalysisDA (Discriminant Rule: misclassification)

오분류
판별함수 신뢰 정도 평가하는데 사용 분류집단

집단1 집단2판별함수 신뢰 정도 평가하는데 사용

오분류율 (misclassification ratio)

(오분류 개체 수)/ (전체 개체 수) * 100

원집단
집단1 집단2

집단1 정분류 오분류

집단2 오분류 정분류

(오분류 개체 수)/ (전체 개체 수)  100

정분류율(=1-오분류율): 회귀분석의 결정계수 R2 개념

오분류율추정 방법오분류율추정 방법

Re-substitution 규칙

모든개체사용하여판별식을구하고, 이를이용하여오분류비율계산

간편하나정분류율이과대추정가능간편하나정분류율이과대추정가능

Cross-validation 방법

개체제외하고판별식을구하여제외한개체의집단을분류한다. 이 작업을반복한다.

가장많이사용

테스트 데이터 이용

데이터를이분하여, 한데이터는판별식(60~70%) 추정, 다른데이터(40~30%)는오분류율계산에사용

가장정확한오분류계산, 어느정도대용량데이터확보필요 (data mining에서)
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Multivariate Data AnalysisDA (Discriminant Rule: cost function and prior probability)

비용함수
오분류에 의한 비용함수 고려하여 판별식 선택 )ln()()(2/1 *

0
1'

0
*

iiii pxxk −−Σ−= − μμ오분류에 의한 비용함수 고려하여 판별식 선택

비용함수 선택

Equal Cost function (균등비용함수)

Ratio cost function (비례비용함수)

)2|1()1|2(
)1|2(

21

1*
1 CpCp

Cp
p

+
=

)2|1()1|2(
)2|1(

21

2*
2 CpCp

Cp
p

+
=

비용함수 고려 모형 복잡하므로 ECF 사용하여 오분류 표를 얻은 후 비용을 사후적 고려하는 것이 편리

Minitab은 비용함수 고려 옵션 없음

환자 마취 여부 판별

판별식 1 사용이적절

판별식1 ▷ 마취가능 마취 위험 판별식2 ▷ 마취가능 마취 위험

마취 가능 95 10 마취 가능 90 5

마취 위험 5 90 마취 위험 10 90

사전확률 개념
표본 데이터의 비율이 모비율 집단 구성 비율과 현저히 다를 때

집단 비율에 대한 사전 정보를 판별식에 이용
)ln()()(2/1 *

0
1'

0
*

iiii pxxd −−Σ−= − μμ

SPSS는 사전확률을 설정할 수 있는 옵션은 없고 동일하게 설정하거나 표본의 크기 비율을 사용하는 옵션만 제공하고있다. 비용함수에 대한옵션은 없다.

)2|1()1|2(
)1|2(

21

1*
1 CpCp

Cpp
+

=
)2|1()1|2(

)2|1(

21

2*
2 CpCp

Cpp
+

=
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Multivariate Data AnalysisDA (selecting significant discriminant variables)

판별변수선택 개념
선택변수 모두 판별 능력이 있나?

학점학점학점
선택변수 모두 판별 능력이 있나?

어떤 변수의 판별 능력이 가장 큰가?

(logic) 집단을 잘 분류한다? 집단 간 판별변수의 평균 차이 크다.

(예제) (학점, 어학능력, 어학 연수기간)에 따른 취업집단 판별
미취업

1년
이상

1년
이내

미취업

1년
이상

1년
이내

선택 필요 이유 (parsimony rule)

측정 오류 발생 가능성이 적고

어학능력어학능력

미취업

어학능력

미취업

정 생 능성

새로운 개체 판별을 위해 측정해야 하는 변수 수가 적어 효율적.

선택방법선택방법

분산분석 및 공분산분석 개념

분산분석에의해 F값이가장큰판별변수선택 (예: 어학능력)

선택된판별변수(어학능력)를 공변량(covariate)으로 하여공분산분석(ANOCOVA)으로 (학점, 연수기간)을판별변수선택

Forward, Stepwise, Backward 방법
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Multivariate Data AnalysisDA in SPSS (2 populations)

TURKEY.SAV
미국 Kansas 주립대학 Dr. Michael Finnegan 교수는 야생 칠면조와 사육 칠면조를 구별하기 위하여 수컷 칠면조 82마미국 Kansas 주립대학 Dr. Michael Finnegan 교수는 야생 칠면조와 사육 칠면조를 구별하기 위하여 수컷 칠면조 82마
리에 대해 9개 항목을 조사하였다.

[Applied Multivariate Methods for Data Analysts, Dallas E. Johnson, 1998]

ID: 칠면조 id HUM: 상완골길이 RAD: 요골길이

ULN: 척골) 길이 FEMUR: 대퇴골길이 TIN: 경골길이

CAR: carp metacarpus 길이 D3P: 지골까지길이 COR: 오탁상길이

SCA: 견갑골길이 TYPE: 칠면조종류야생(WILD) 사육(DOMESTIC)
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Multivariate Data AnalysisDA in SPSS (2 populations 2)

메뉴

집단변수(그룹)가 숫자형으로 지정되어 있어야 한다.

변환(−T) 코딩변경(R)을 통하여 WILD=1, DOMESTIC=2로변환하였다

유의한 판별 변수 선택 방법으로 단계선택 방법 제공

다음슬라이드집단분산동일성검정을위한옵션
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Multivariate Data AnalysisDA in SPSS (2 populations 3) 

메뉴 cont.

함수의계수는판별에사용되는식을얻기위한것이다. 표준화는원변수를표준화했을때식의계수이다. 일반적으로분석이나
해석에사용하지않으므로선택할필요는없다. 

사전확률에서표본이모집단의비율에맞추어층화추출(stratified sampling) 되었다면 “집단표본크기로계산” 옵션을선택하
면된다. 

공분산행렬은사용된분류변수의단위가비슷하면통합분산(pooled)을이용하자. 다르다면집단내(within) 분산사용하면되
고… 등분간검정후에결정하자.

“요약표”는오분류표 출력하라는옵션이다. 

“집단소속확률”은개체가집단에소속될확률을데이터에저장하는옵션이다. 개체는소속확률이가장큰집단에소속되는데이
에대한정보는 “예측소속집단”을선택하면데이터에변수로저장된다.

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr47 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisDA in SPSS (2 populations 4)

사전확률 및 판별식 계수

ULNHUMY *48.3*4.385.520 ++−=야생

ULNHUMY *213*33319470 ++

오분류표
ULNHUMY *21.3*33.319.470 ++−=사육

위의판별식에의해 GROUP=1(야생)이사육으로잘못분류된칠면조는 3마리(오분류비율 17.6%), 사육인데야생으로분류한
칠면조는 5마리(오분류비율 26.3%)이다. 전체오분류비율은 21.6%이다. 어느칠면조가오분류되었는지는데이터의집단분류
결과를보면된다.
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Multivariate Data AnalysisDA in SPSS (2 populations 5)

판별결과 보기
주성분 분석 이용하여 변수를 축약한 후 산점도주성분 분석 이용하여 변수를 축약한 후 산점도

옆 그림은 판별변수 중 판별 능력이 가장 큰 두 변수만 사용

새로운 개체새 운 개체

데이터제일아래새로운개체 2개를다음과같이입력한후판별분석을실시하면새로운데이터는판별식구하는데사용하지않
고새로운데이터가각집단에속할확률과어느집단에속하는지출력된다고새로운데이터가각집단에속할확률과어느집단에속하는지출력된다.
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Multivariate Data AnalysisDA in SPSS (more than 2 populations: challenge)

WHEAT.SAV
밀(Wheat) 종류에는 Arthur종(soft한밀)과 Arkan종(hard 밀)이 있고 Group 1  2과 Group 3  4는 서로 다른 지역이밀(Wheat) 종류에는 Arthur종(soft한밀)과 Arkan종(hard 밀)이 있고 Group 1, 2과 Group 3, 4는 서로 다른 지역이
다. 그러므로 4개의 집단이 존재한다. 밀에 대해 다음 항목의 길이를 조사하였다. n=172

밀의 오른쪽(Right) 면에서 면적(Area R1), 원주(Perimeter R2), 길이(Length R3), 폭(breadth R4) 그리고 아래쪽(d
own)에서 면적(Area D1), 원주(Perimeter D2), 길이(Length D3), 폭(breadth D4)을 조사하였다. 

[Applied Multivariate Methods for Data Analysts, Dallas E. Johnson, 1998] 
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Multivariate Data AnalysisDA in SPSS (more than 2 populations: challenge 2)

집단등분산 검정

귀무가설이 기각되어 등분산 가정이 무너지므로 집단-내 공분산을 사용한다.
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Multivariate Data AnalysisDA in SPSS (more than 2 populations: challenge 3)

오분류표

새로운 개체 분류
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Multivariate Data AnalysisDA in SPSS (more than 2 populations: challenge 4)

판별변수 단계 선택
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Multivariate Data AnalysisDA in SPSS (more than 2 populations: challenge 5)

선택된판별변수

개체를 판별하는데 유의한 변수들은 R1, R2, D1, D3. D4이다. 8개 변수를 모두 사용했을 때에 비해 오분류가 31%에서 34
%로 조금 증가하였다. 그러나 새로운 개체를 분류하는데 5개 변수만 필요하니 경제적이다.

판별에 유의한 변수만으로 개체를 분류하는 것이 오분류 비율 면에서도 더 효율적일 경우도 빈번히 발생하므로 두 방법
모두 사용하여 오분류 비율과 오분류 형태를 보고 분석자가 어느 판별 함수를 사용할지 판단하면 된다모두 사용하여 오분류 비율과 오분류 형태를 보고 분석자가 어느 판별 함수를 사용할지 판단하면 된다.

판별식에대한 정보 얻기
반드시 주성분 분석(판별변수가 4개 이상) 혹은 판별변수의 산점도 활용반드시 주성분 분석(판별변수가 4개 이상) 혹은 판별변수의 산점도 활용

오분류 개체에 대한 정보를 얻는다.
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Multivariate Data AnalysisDA (Logistic Regression: concept)

개념
종속변수가 metric이 아닌 경우 회귀분석종속변수가 metric이 아닌 경우 회귀분석

종속변수형태: 이진형(binary), 순서형(ordinal), 명목형(nominal)

일반회귀분석문제점
기업의향후지불능력(Y, 0=2년후파산, 1=지불능력있음)에재무관련변수(X1, X2, X3)가 영향을미칠것이라판단기업의향후지불능력(Y, 0 2년후파산, 1 지불능력있음)에재무관련변수(X1, X2, X3)가 영향을미칠것이라판단

X1=(보유이익/총자산), X2=(과세전수익/총자산), X3=(매출액/총자산)

Y=X3 단순회귀 산점도 및 잔차 산점도(잔차 vs. 예측치) 결과

Logistic curveLogistic curve
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Multivariate Data AnalysisDA (Logistic Regression: transformation)

종속변수변환 이유
종속변수를 metric 변수화  이론적으로 가질 수 있는 값의 범위 (-∞  ∞) 종속변수를 metric 변수화, 이론적으로 가질 수 있는 값의 범위 ( ∞, ∞) 

p=성공확률

Odds 비율: 도박 배당 기준
p
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EXP(회귀계수)는설명변수가한 단위증가할때 odds ratio에 미치는영향(multiplication)이 된다.

}..{ 22111
1

pipii xxxi e
p βββα ++++−+
=

( ) ( p )

pipi xx

i

i eee
p

p )())((
1

ˆˆˆ 11 ββα=
−

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr56 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisDA (Logistic Regression: transformation)

판별분석에활용
로지스틱 회귀분석 결과는 추정 회귀식으로부터 각 집단에 소속될 확률이 추정된다.로지스틱 회귀분석 결과는 추정 회귀식으로부터 각 집단에 소속될 확률이 추정된다.

}..{ 22111
1)""(

pipii xxxe
YPp βββα ++++−+

=== 성공

판별분석은 판별 변수가 모두 측정형인 경우 사용할 수 있다. 물론 decision tree 방법(CART, CHAID)인 경우 판별 변수
가 이산형이나 순서형 분류형 변수인 경우도 가능하지만 일반적으로 측정형 변수만이 판별에 이용된다.

로지스틱 회귀 분석(Logistic Regression)은 종속 변수가 이진형(binary, dichotomous: 가질 수 있는 값이 0또는 1인
변수)이거나 순서형(ordinal: 상/중/하) 변수인 경우 사용되는 회귀 분석이다. 그러므로 판별 변수가 설명 변수이고 종속
변수가 집단이 된다. 회귀 분석의 변수 선택 방법에 의해 유의한 판별 변수를 선택하면 되고 판별 변수가 측정형 변수가
아니더라도 판별 변수로 사용할 수 있다.

로지스틱 회귀분석은 이진형 반응변수뿐 아니라 반응변수가 순서형(ordinal) 분류형인 경우 사용할 수 있다. 예를 들면
종속 변수가 고객의 신용도이고 이 변수가 (상, 중, 하) 분류되어 있는 경우 사용할 수 있다. SPSS는 이진형 로지스틱 회
귀분석만 제공한다귀분석만 제공한다.
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Multivariate Data AnalysisDA (Logistic Regression: in SPSS)

TURKEY.SAV 예제 계속

“1”의범주형 옵션은 설명변수 중 범주형 변수를 지정한다. 로지스틱 회귀분석에서 범주형 설명변수는 회귀분석과 마찬가
지로 가변수(지시변수)처럼 다루어야 한다.지로 가변수(지시변수)처럼 다루어야 한다.

“2”에서는 성공 확률과 어느 집단으로 판별되는지 데이터에 변수로 저장되도록 설정하였다. “3”에서는 오분류 표와 추정
결과 최종 단계만 출력되게 하였다.
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Multivariate Data AnalysisDA (Logistic Regression: in SPSS 2)

1과 2의 옵션 설정

변수선택 과정이 출력되었다. 왜 모두 다
출력하는지… 9단계가 최적 단계이다. 10단
계 결과를 보면 새로 들어간 FEMUR 변수계 결과를 보면 새로 들어간 FEMUR 변수
는 유의하지 않다. B는 표준화 회귀 계수를
의미한다. TIN의 부호가 음이므로 TIN의
크기가 클수록 성공 확률이 높아진다(사육
칠면조일 가능성이 높다). 오분류 비율은 1

로 F h 의 판별분석 방법 에 비해3%로 Fisher의 판별분석 방법 31%에 비해
줄었다. 
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Multivariate Data AnalysisDA (Logistic Regression: in SPSS 3)

TIN만판별변수로 선택

유의수준을 0.15로 하였을 때

새로운개체 판별은 이전과동일하다. 판별 변수를 ULN, TIN, COR로 하고 새로운개체에 대한 데이터를 마지막 행에 입력한후 최종 판별분석을 실시하
면집단이 판별된다. 물론 집단 변수는 결측치로 입력한다.
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Multivariate Data AnalysisDA (Logistic Regression: in SPSS 4)

WHEAT.SAV
밀 4 종류밀 4 종류

1

2

3
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Multivariate Data AnalysisDA (Logistic Regression: in SPSS 5)

판별변수유의성

유의하지않은판별변수 X10, X7, X8 제외

Fisher의판별분석 방법 66%(슬라이드 54)에 비해 조금 향상
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Multivariate Data AnalysisDA (Logistic Regression: in SPSS 6)

집단소속 확률

PCP는예측집단속할확률, ACP는 원집단에속할확률

오분류 개체 진단

오분류 개체 표현

집단(정분류, 오분류) 핀별변수별평균비교

판별변수산점도 (ID, 집단)

주성분변수산점도 (ID, 집단)
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Multivariate Data AnalysisDA (Other DA Techniques)

정준판별분석 (canonical discriminant analysis)

Fisher에 의해 제안된 방법으로 Fisher’s between-within method라고 불리는 방법Fisher에 의해 제안된 방법으로 Fisher s between within method라고 불리는 방법

판별 변수들의 유용한 정보를 모두를 포함한 정준 (Canonical) 변수를 이용하여 판별 분석을 실시한다. 

판별 변수들의 수가( ) 너무 많아 판별 결과에 대한 해석이 곤란한 경우 -차원 공간에서의 개체들의 집단 평균들을 저 차
원 공간으로 변환시켜 처리하는 판별 분석 방법이다. 

개체 분류가 목적이 아니라 개체 분류 해석을 위해 저 차원으로 표현▷주성분분석(개체에 대한 2차원 표현)과 유사

K Nearest Neighbor 판별 분석

분류하려는 개체와 Mahalanobis 거리가 가장 가까운 개체 k개를 구하고 그 개체가 속한 집단으로 분류한다. 

Classification Trees 방법
Breiman, Friedman, Olshen, Stone (1984) 제안한 방법인 CART(Classification And Regression Trees)

J. A. Hartigan가 제안한 CHAID(Chi-square Automatic Interaction Detector)

Data Mining의 판별분석 기법으로 활용: SAS E/Minor, SPSS Clementine
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Multivariate Data AnalysisCA (concept)

Individual Directed Technique
범주(그룹)에 대한 사전 정보가 없음범주(그룹)에 대한 사전 정보가 없음

다변량 측정치를 동시에 고려하여 데이터 개체 분류

개체의유사성(similarity, 거리의반대개념)을측정변수들을이용하여계산

유사성이높은개체를군집으로묶어간다.

개체를 집단으로 그룹화 하여 각 집단의 성격을 파악함으로써 데이터 전체의 구조에 대한 이해를 얻는 분석 기법

동일군집내의관찰치는서로비슷한속성을갖도록하고서로다른군집에속한관찰치는상이한속성을갖도록군집을구성

군집 원칙
동일 군집에 속한 개체 유사한 속성 많음

다른 군집에 속하면 유사성 매우 낮음

변수2

데이터유형
측정변수: 측정형(등간 척도 포함)측정변수 측정형(등간 척 함)

개체의속성을판단하는기준

변수1
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Multivariate Data AnalysisCA (objective)

CA 목적
유사한 성향을 가진 개체를 모아 군집을 형성유사한 성향을 가진 개체를 모아 군집을 형성

시각적 표현(주성분 분석 이용)을 통하여 군집간의 특성을 관찰하거나 목표변수와 관계를 파악

개체를동질적속성에의해묶음으로써데이터의구조를파악할수있음

데이터의차원을축약하여이용할수있음

개체를분류하기위한명확한분류기준이존재하지않거나기준이밝혀지지않은상태에서유용하게이용
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Multivariate Data AnalysisCA (comment)

장점
탐색적인 기법: 주어진 자료의 내부구조에 대한 사전정보 없이 의미 있는 자료구조를 찾아낼 수 있음탐색적인 기법: 주어진 자료의 내부구조에 대한 사전정보 없이 의미 있는 자료구조를 찾아낼 수 있음

다양한 형태의 데이터에 적용가능: 유사성(거리)만 정의되면 모든 종류(텍스트 데이터)의 자료에 적용할 수 있음. 

분석방법 적용 용이성: 자료의 사전정보를 필요로 하지 않아서 누구나 쉽게 분석할 수 있음

단점
가중치와 거리 정의: 가중치와 거리를 어떻게 정의하는 가에 따라 군집분석의 결과가 아주 민감하게 반응함

초기 군집 수의 결정이나, 군집 개수 결정이 쉽지 않음초기 군집 수의 결정이나, 군집 개수 결정이 쉽지 않음

결과의 해석이 어려움: 찾아진 군집이 무엇을 의미 하는지 데이터만을 이용해서는 알 수가 없는 경우가 많음

주성분분석을이용하여개체집단표현

인구학적특성에의해개체특성파악
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Multivariate Data AnalysisCA (methodology type)

Hierarchical 계층적 방법
유사성이 가까운 순서대로 개체들을 묶어(군집화) 가는 방법유사성이 가까운 순서대로 개체들을 묶어(군집화) 가는 방법

한계점

한대상이일단어느군집에소속되면다른군집으로이동될수없음

이상개체(outlier)는제거되지않고반드시어느군집에속하게됨

Non-hierarchical 비계층적 방법

군집의 중심이 되는 seed 점들 집합을 선택하여 그 seed 점과 유사성이 높은(거리가 가까운) 개체들을 그룹화 방법

문제점

사전에군집(그룹) 수에대한예상이필요하다. 

개체분류는처음선정한 seed 점들에의해영향을많이받아분석에따라분류가다를가능성이있다. 

군집의수와 seed 값의위치의결합조건이너무많아계산이분류를위한계산이용이하지않다. 

계층적 방법에 의해 군집화 하여, 적절한 군집 수와 이상 개체를 결정한다. 

이상 개체 제외하고 결정된 군집 수를 이용하여 비계층적 방법에 의해 군집화 한다.
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Multivariate Data AnalysisCA (comparing to DA and FA)

판별분석차이
판별분석은 사전 집단 정보가 있는 경우 집단들간의 차별적 특성을 설명하는 변수들을 발견하여 판별식 유도판별분석은 사전 집단 정보가 있는 경우 집단들간의 차별적 특성을 설명하는 변수들을 발견하여 판별식 유도

군집분석은 사전에 집단이 나누어져 있지 않으며 변수를 이용하여 개체 유사성 측정하고 개체를 집단화

요인분석차이
←변수 (p개): 개체 속성←변수 (p개): 개체 속성←변수 (p개): 개체 속성

요인분석 차이
데이터의 구조를 평가한다는 점에서 요인분석에 비유될 수 있으나

요인분석은 변수 그룹화, 군집분석은 개체의 그룹화

데이터를전치하여변수의유사성으로변수분류가능

개

체

(n개)

개

체

(n개) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

p

p
XXX

XXX

   

   

  
2
1

22221

11211
개

체

(n개)데이터를전치하여변수의유사성 변수분류가능

유의사항

(n개)(n개)
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜

⎝
⎥
⎦

⎢
⎣ npnn XXXn    21

(n개)

유의사항
체계적인 통계적 추론에 의해 개발되지 않아 상대적으로 단순한 절차로 그 결과가 검정되지 못한 경우가 많음

동일한 표본에 대하여 상이한 군집분석 알고리즘을 사용하는 경우 상이한 결과가 만들어 질 수 있음

많은 경우에 있어서 거리측정방법이 달라지면 군집분석의 결과도 달라짐. 가능하면 몇 가지 측정방법을 사용하여서 이 결과를 이론적인
내용이나 기존의 연구결과와 비교해서 평가하는 것이 바람직함내용이나 기존의 연구결과와 비교해서 평가하는 것이 바람직함

변수간의 측정 척도가 상이한 경우에는 군집분석을 행하기 전에 표준화 하는 것이 바람직함. 이러한 표준화는 특정 변수의 변화 정도가
다른 변수에 비해 특히 큰 경우에 바람직함
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Multivariate Data AnalysisCA (a bite: data)

휴대폰신기능의 수요층에대한 고객 세분화 사례

고객 행동 인구학적 변인

X1: 신기술이 시장에 나올 때마다 나는 최초로 그 기술을 채택한다.  
(1: 전혀 아니다 ~ 7:매우그렇다)

X2: 카메라 기능이 휴대폰 구매에 어느 정도 영향을 미치십니까? 

Z0: 휴대폰 교체의사 (No:0, Yes:1)

Z1: 귀하의 성별은? (남자:1, 여자: 0)

Z2  귀하의 나이는?

항목

X2: 카메라 기능이 휴대폰 구매에 어느 정도 영향을 미치십니까? 
(1: 전혀 중요하지 않다. ~ 7:매우중요하다)

X3: 동영상 기능이 휴대폰 구매에 어느 정도 영향을 미치십니까? 
(1: 전혀 중요하지 않다. ~ 7:매우중요하다)

X4: 무선인터넷 기능이 휴대폰 구매에 어느 정도 영향을

Z2: 귀하의 나이는?

Z3: 귀하의 주거지역은? 

(1: 서울/수도권,  2: 광역시, 3: 시/군, 4:기타)

귀하의 직업은?
X4: 무선인터넷 기능이 휴대폰 구매에 어느 정도 영향을

미치십니까? (1: 전혀 중요하지 않다. ~ 7:매우중요하다) Z4: 중고등학생 (No:0, Yes:1)

Z5: 대학생 (No:0, Yes:1)

Z6: 전문직 (No:0, Yes:1)

Z7: 생산직 (No:0, Yes:1)

고객의 인구학적 특성(성별, 나이, 직업)으로 군집화하기 보다는

고객의 행동패턴(예  인터넷 사용시간  한달 통화료 등)을 이용하여 군집화 (군집 이름 부여) 하고

Z8: 영업직 (No:0, Yes:1)

고객의 행동패턴(예: 인터넷 사용시간, 한달 통화료 등)을 이용하여 군집화 (군집 이름 부여) 하고

군집의 인구학적 특성을 파악함
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Multivariate Data AnalysisCA (a bite: interpretation)

Early 기본Early 
Adopter

기본
기능족추종자

변량 전체 CL1        CL2         CL3   

추종자

- 20대 후반~30대 초반

- 휴대폰 교체의사는 유보적
---------- ---------- ------- ------- ------

나이 28.6            27.2           19.3        53.0    

교체의사 .429            .333           .833        .000    

고등학생 238            0833   667        000    

추종자
- 대학생과 전문직이 70% 차지

- 남자가 75% 점유

- 10대 후반~20대 초반
고등학생 .238            .0833   .667        .000    

영업직 .238            .333           .000        .333    

성별 .619            .750           .333        .667    

대학생 .143            .167           .167       .000    

Early 

Adopter

- 휴대폰 교체의사는 높음

- 중고생이 대부분

- 여성이 65%를 점유
대학생

전문직 .286            .333           .167       .333    

거주지 1.33           1.50           1.17        1.00    

생산직 .0476   .0833   .000        .000    

기본 기능

선호자

- 40~50대

- 휴대폰 교체의사는 거의 없음

- 영업적과 전문직이 66% 점유

남성이 65%를 점유- 남성이 65%를 점유
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Multivariate Data AnalysisCA (procedure)

연구문제확정

개체대상및 변수 확정

군집화방법

개체대상및 변수 확정
계층적
군집

비계층적
군집

군집화방법 결정 (계층적방법, 비계층적방법)

연결방법 분할방법
K-평균군집

Fast Cluster

연결방법및 거리척도결정

①Nearest

②Furthest 

③Centroid 

군집개수결정, 군집해석 및 결과 해석

④Average

⑤Ward’s
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Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA: introduction)

개념
데이터를 사용하여 유사성이 가장 큰 개체끼리 순차적으로 개체를 분류데이터를 사용하여 유사성이 가장 큰 개체끼리 순차적으로 개체를 분류

계층 군집분석의 결과인 덴드로그램 (Dendrogram)을 통해 개체 군집 현황과 전체 군집들간의 구조적 관계 파악

군집 이름 부여, 군집 특성 파악: 주성분 분석 활용

주요 원리
개체(집단)끼리 유사성(similarity) 측정하여 가장 유사한 개체(혹은 집단)끼리 순차적으로 묶음

전체대상을하나의군집으로해서출발하여개체들을분할해 나가는방법: 분할 (Division) 방법전체대상을하나의군집 해서출발하여개체들을분할해 나가는방법: 분할 (Division) 방법

개체간 유사성 정도를 측정하는 개념 필요: 유사성을 거리로 정의

집단과 개체(개체) 유사성 정의 필요: 연결(linkage) 방법

←변수 (p개): 개체 속성←변수 (p개): 개체 속성←변수 (p개): 개체 속성

유사성 개념
데이터 내 속성(변수)면에서 개체의 유사 정도를 나타냄

군집분석에서는 비유사성 척도인 거리(distance)를 이용

개

체

개

체
⎟
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⎞

⎜
⎜
⎜
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⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

p

p
XXX

XXX

   

   

  
2
1

22221

11211
개

체군집분석에서는 비유사성 척 인 거리( )를 이용
(n개)(n개)

⎟
⎟

⎠
⎜
⎜

⎝
⎥
⎥

⎦
⎢
⎢

⎣ npnn XXXn    21
(n개)
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Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA: similarity)

거리의종류
개체 i, 개체 k, j=1,2, …, p: 군집변수개체 i, 개체 k, j 1,2, …, p: 군집변수

클리드(Euclidian) (제곱 square)거리

최단거리, 가장많이사용

맨하탄(Manhattan) (제곱 square) 거리

직선이동거리, 이상치비중약해짐

피어슨(Pearson) 거리

거리를변수분산으로나누어표준화개념

Euclidean
Distance

Manhattan
Distance

변수표준화
군집 변수의 단위가 다르면(분산의 크기 다름) 단위 큰 변량이 개체 거리(유사성)에 영향을 준다.

그러므로 변량 단위 통일을 위한 변량 표준화 필요

Pearson 거리는 표준화 개념이 고려됨
XX

)( .

.

j

jij
ij XS

XX
Z

−
=
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Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA: linkage)

Linkage
가까운 것끼리 순차적으로 묶어갈 때 집단과 개체 (혹은 집단) 거리 측정을 위한 개념가까운 것끼리 순차적으로 묶어갈 때 집단과 개체 (혹은 집단) 거리 측정을 위한 개념

거리 측정 방법

Nearest neighbor (단일 연결 single ): 두 군집의 각 개체 중 가장 가까이 있는 개체의 거리Nearest neighbor (단일 연결 single ): 두 군집의 각 개체 중 가장 가까이 있는 개체의 거리

Furthest neighbor (완전연결 complete)r: 두 군집의 각 개체 중 가장 멀리 있는 개체의 거리

Centroid neighbor (중심연결): 군집의 평균 간의 거리

Average neighbor (평균연결): 한 군집의 개체와 다른 군집 개체들의 각 거리 평균Average neighbor (평균연결): 한 군집의 개체와 다른 군집 개체들의 각 거리 평균

Median neighbor (중위수 연결): 평균 대신 거리 중위수 사용, 이상치의 영향 적음

Ward’s minimum variance: 군집의 평균간 거리를 각 군집의 개체 개수의 역의 합으로 나눈 제곱근을 구한 거리

어떤 방법을 사용하는 것이 좋은가?

Nearest 방법은 군집의 수가 줄어들고 이상 개체 판단에 유리

Furthest는군집간 거리를 최소화 하는 경향이 있어 개체 수가 적은 군집을 얻음Furthest는군집간 거리를 최소화 하는 경향이 있어 개체 수가 적은 군집을 얻음

가장 많이 사용하는 방법은 Average neighbor 방법

여러 방법 사용하여

군집간평균거리, 군집내 개체간평균거리가작은군집방법

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr75 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA: linkage: graphical presentation)

단일연결

완전연결

중심연결

평균연결
중위수 연결
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Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA: Dendrogram)

정의

군집의병합과정및집단간거리를이차원도면을사용하여간략히표현군집의병합과정및집단간거리를이차원 면을사용하여간략히 현

유사성이높은(거리가가까운) 순서대로개체를순차적연결

덴드로그램에서선의높이는유사성크기를표시

예제

1982~1993년 2월(n=12)을평균강수량과평균온도속성으로군집화하자. (변수표준화)
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Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA: linkage 단일연결)

ID A B

1 12 24
1,(2,3) 4 5

1 (2 3) 0 00 2 15 20

3 18 17

4 40 44

5 35 24

1,(2,3) 0.00 

4 34.41 0.00 

5 18.38 20.62 0.00 

}|)(i ()}{( CCdCCd

1 2 3 4 5

1 0.00 

14 (23)4 14

15 (23)5 (23)5

{(4), (1, (2,3)} min{ , } 34.41

{(5), (1, (2,3)} min{ , } 18.38

d d d d

d d d d

= = =

= = =

},|),(min()},{( 2121 CyCxyxdCCd ∈∈=

2 5.00 0.00 

3 9.22 4.24 0.00 

4 34.41 34.66 34.83 0.00 

5 23 00 20 40 18 38 20 62 0 00 

(1,(2,3)),5 4

(1,(2,3)),5 0.00 

5 23.00 20.40 18.38 20.62 0.00 

24.4)1718()2015()3,2( 22 =−+−=d

1 2,3 4 5

4 20.62 0.00 

1 0.00 

2,3 5.00 0.00 

4 34.41 34.83 0.00 

5 23 00 18 38 20 62 0 00 

12 13 12

24 34 34

25 35 35

{(1), (2, 3)} min{ , } 5.00
{(4), (2, 3)} min{ , } 34.83
{(5), (2, 3)} min{ , } 18.38

d d d d
d d d d
d d d d

= = =

= = =

= = =
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Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA: linkage 완전연결)

ID A B

1 12 24
1,(2,3) 4 5

1 (2 3) 0 00 2 15 20

3 18 17

4 40 44

5 35 24

}|)(()}{( CCdCCd

1,(2,3) 0.00 

4 34.66 0.00 

5 23.00 20.62 0.00 

{(4) (1 (2 3)} { } 34 66d d d d},|),(max()},{( 2121 CyCxyxdCCd ∈∈=

1 2 3 4 5

1 0.00 

14 (23)4 (23)4

15 (23)5 (23)5

{(4),(1,(2,3)} max{ , } 34.66

{(5),(1,(2,3)} max{ , } 23.00

d d d d

d d d d

= = =

= = =

2 5.00 0.00 

3 9.22 4.24 0.00 

4 34.41 34.66 34.83 0.00 

5 23 00 20 40 18 38 20 62 0 00 

(1,(2,3)),5 4

(1,(2,3)),5 0.00 

4 34 83 0 00 5 23.00 20.40 18.38 20.62 0.00 

24.4)1718()2015()3,2( 22 =−+−=d

1 2,3 4 5

4 34.83 0.00 

1 0.00 

2,3 9.22 0.00 

4 34.41 34.66 0.00 

12 13 12

24 34 24

25 35 25

{(1), (2, 3)} max{ , } 9.22
{(4), (2, 3)} max{ , } 34.66
{(5), (2, 3)} max{ , } 20.40

d d d d
d d d d
d d d d

= = =
= = =

= = =
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Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA: linkage Dendrogram)

0.00

Dendrogram with Complete Linkage and Euclidean Distance

40.81

Dendrogram with Single Linkage and Euclidean Distance
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60.54

Observations
54321

66.67

100.00

Observations
45321

80.27

100.00
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Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA in SPSS)

PIZZA.SAV
56개피자 제품에 대해 MOIS(수분 함유 X1)  PROT(단백질 함유량 X2)  FAT(지방 함유량 X3)  ASH(ash 함유량 X4)  56개피자 제품에 대해 MOIS(수분 함유 X1), PROT(단백질 함유량 X2), FAT(지방 함유량 X3), ASH(ash 함유량 X4), 
SODIUM(나트륨 함유량 X5), CARB(탄수화물 함유량 X6), CAL(칼로리 X7)를조사하였다. 이를 이용하여 56개피자
제품을 분류하여 보자. 

[Applied Multivariate Methods for Data Analysts, Dallas E. Johnson, 1998] 
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Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA in SPSS 2)

메뉴 cont.

군집화일정은 가장 가까운개체부터 묶여지는 과정을 보여준다. 3번째는 군집1과 군집2가 묶였다는 것을 의미한다. 단일 해법에서 군집의수를 3으로 했으
므로각 개체의 소속군집이 1  2  3 중 하나로 출력된다  “소속 군집”을굳이 선택할 필요는 없다  Why? 필요하지 않다므로각 개체의 소속군집이 1, 2, 3 중 하나로 출력된다. “소속 군집”을굳이 선택할 필요는 없다. Why? 필요하지 않다.

나무다이어그램(Dendrogram)을 출력하라는 옵션이다. 고드름 도표는 보기 복잡하고 활용면에서 떨어지므로 출력하지 않는 것이 좋다. SPSS 출력창
에는덴드로그램이 수직으로 출력된다. 보기 편하기 하기위하여 돌려 놓은 것이다.

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr82 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA in SPSS 3)

Dendrogram

군집방법은중심점군집화(Centroid clustering) 방법을사용하였고유사성(거리)는 Euclidian 제곱거리를사용하였다. 어느
방법이최선? 아무도모른다. 값의표준화점수를사용한이유는군집에사용되는변수의단위가다르기때문이다. 

덴드로그램을보고군집의개수를결정하기전까지는소속군집을출력하지않는것이좋다.

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr83 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA in SPSS 4)

군집이름 부여
주성분 분석주성분 분석

성분점수계수 크기를 이용하여제일 주성분은 영양소 함유량 변수(?), 제이 주성분은 칼로리 변수라 이름을부여하였다.
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Multivariate Data AnalysisCA (Hierarchical CA in SPSS 5)

주성분에 의한 산점도
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Multivariate Data AnalysisCA (Non-Hierarchical CA: introduction)

비계층적군집 정의
군집의 개수를 분석 전에 정해야 한다.군집의 개수를 분석 전에 정해야 한다.

계층적군집, 사전정보, 분석자의결정에의해군집의개수분석전 결정

군집의 중심을 결정

우선 seed(군집의중심)를정하고이 seed에가까운개체들을군집으로묶는다.

군집이결합되면, 각군집별군집화과정오류를계산한다.

군집화 단계에서 오류가 발생하면 seed를 조정하고 오류를 재계산한다.

군집화의 각 단계가 끝나면서 발생하는 오류가 발생하지 않으면 군집화를 종료한다.

방법

군집의 중심 결정

집단내 개체평균: K-means 비계층적방법

Euclidian 거리중심

군집의 크기 결정

반지름(radius) 길이
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Multivariate Data AnalysisCA (Non-Hierarchical CA: K-means Clustering)

K-평균군집 방법
사전에 결정된 군집 수 K에 기초하여 각 관측 값을 군집의 중심들 중에서 가장 가까운 군집에 할당하는 방법사전에 결정된 군집 수 K에 기초하여 각 관측 값을 군집의 중심들 중에서 가장 가까운 군집에 할당하는 방법

단계 1 : 군집의수 K를결정

단계 2 : 초기 K개군집의중심을랜덤하게선택함

단계 3 : 각 관측 값들을 가장 가까운 중심의 군집에 할당함

단계 4 : 새로운 군집에 할당된 관측 값들로 새로운 중심을 계산

단계5: 개체 군집 변동이 없을 때까지 단계 3, 4를 반복한다.

군집화단계 seed 이동 예 (k=3)

군집수 K 값 결정
계층적 분석 방법에 의해 k 결정계층적 분석 방법에 의해 k 결정

여러 k 사용하여 군집간 평균 거리나 군집 내 개체 평균 거리를 활용하여 최적 k 결정
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Multivariate Data AnalysisCA (Non-Hierarchical CA in SPSS)

K-평균

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr88 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisMDS (introduction)

개념
n개의 개체를 2차원 가시적 공간에 나타내는 방법공 방

각 개체간 유사성(similarity) 혹은 거리는 저차원으로 옮겨지더라도 원래 유사성 크기를 갖는다.

유사성개념
개체를 저 차원 가시적 공간(2차원)에 나타내려면 각 개체간 거리(유사성)를 측정해야 한다.

MDS는개체(행), 변수(열) 모두 저차원 공간 표현 가능

개체간 유사성 측정개체간유사성 측정
metric 방법

Euclidean distance ► (측정형변수거리)

각개체의유사성(거리)을사람들이리커드척도나순위평가각개체의유사성(거리)을사람들이리커드척도나순위평가

유사성을계산하여개체를분류하는면에서는군집분석과유사

군집분석은개체를군집화하고, 주성분점수에의해개체를표현하나, MDS는 유사성에의해단지 2차원공간에표현

non-Metric 방법
평가자들이개체를주관적으로분류하게하고그로부터얻어지는빈도로부터유사성을측정

Sehyug Kwon, HANNAM University http://wolfpack.hnu.ac.kr89 통계연수원 2009.05.20-21



Multivariate Data AnalysisMDS (similarity)

Metric 방법
개체 (i, j) 유사성: 거리 개념

변수
개체 X1 X2 Xp22

22
2

11 )()()( jpipjijiij xxxxxxS −++−+−=( j) 성

변수 유형
개체속성을측정하는변수: 군집분석의변량과동일

리커트척도, 우선순위: (회사 1, 회사2, 회사3, …) 혹은 (속성1, 속성2, 속성3, …)

( )일때도유사성(거리)을계산

1 x11 x12 x1p

2 x21 x22 x2p

n xn1 xn2 xnp

2211 )()()( jpipjijiij

(p≤2)일때도유사성(거리)을계산

Non-metric 방법
개체에 대한 빈도표를 이용

n1 n2 np

개체
개체

1 2 n

1 0개체에 대한 빈도표를 이용

(상대)빈도(fij)가 개체간 유사성 (Sij) 측정

1 0

2 S21 0

0

n Sn1 Sn2 0

예제 (non-metric)

유사상품분류: 마케팅전문가 15명에게 n개상품을주관적인판단에의해임의로분류하게한후상대빈도표(?/15) 작성
예: (상품 (1, 2) 유사성 계산) 상품 (1, 2)를 동일 군집으로 분류한 전문가가 10명이라면 유사성은 10/15가 된다.

예제 (metric)예제 (metric)
Under-arm Deodorant생산회사에서 판매 전략을 세우기 위하여 각 제품들이 서로 얼마나 유사한지(가까운지) 알아보려고 한다. 이를
위하여 소비자를 임의로 선택하여 제품의 각 분야(향기, 냄새 제거 정도, 사용 편리 정도, 옷에 묻어나는 정도)를 10점 만점으로 평가

고객평가점수에 의한 제품의 유사성 정도를 2차원 공간에 표현

제품평가 유사성에따른 고객 세분화
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Multivariate Data AnalysisMDS (algorithm)

표현방법
각개체간 유사성(거리)을 측정한다. 각 개체간 유사성(거리)을 측정한다. 

개체의 개수가 n개인 경우 k=n(n-1)/n개 유사성 그룹이 존재한다.

유사성이 작은 것부터 크기 순으로 배열한다.

이를이용하여개체를 m(= 2)차원으로공간으로줄일경우개체간의거리를구한다. 

ikjkjiji SSS <<< ...2211

용 ( ) 공 경

임의의 한 좌표에 한 개체를 표현하고 나머지 개체들은 상대적 유사성을 고려하여 좌표에 표현한다.

Stress 값값
2차원 공간으로 줄일 수 있는지를 알아 보는 측정치

Sr은차원이 2차원으로 줄었을 때 개체의 유사성

∑ r SSS ]/)([ 2

Stress Goodness of fits

20% Poor

10% Fair

∑
∑

<

<

−
=

ji
ij

ji
ijij

S

SSS
stress

ij

)(

]/)([ 5% Good

2.5% Excellent

차원(dimension)과위치(coordination)의의미
아무 의미 없음

개체 간 유사성은 얼마나 가까이 있나에 의해 해석됨
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Multivariate Data AnalysisMDS in SPSS

CITY.SAV 
경제적 변인에 의해 도시를 군집화 하려 한다. 도시 이름  12개 직종 노동시간 가중 평균  물가  시간당 임금경제적 변인에 의해 도시를 군집화 하려 한다. 도시 이름, 12개 직종 노동시간 가중 평균, 물가, 시간당 임금

http://lib.stat.cmu.edu/DASL/Datafiles/Cities.html
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Multivariate Data AnalysisMDS in SPSS (2)

메뉴

11

2
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Multivariate Data AnalysisMDS in SPSS (3)

메뉴 cont.
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Multivariate Data AnalysisMDS in SPSS (4)

위의 예제의 경우 측정 단위가 다르므로 변수를 표준화 시켜 개체 간의 거리를 구하는 것이 바람직하다. 

11

2 3
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Multivariate Data AnalysisMDS in SPSS (5)

4
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Multivariate Data AnalysisMDS in SPSS (6)

행렬데이터
개체 간의 거리가 정방 행렬 형식으로 주어졌을 때 다음 절차에 의해 구하면 된다. 미국 도시 간의 거리를 입력한 자료이개체 간의 거리가 정방 행렬 형식으로 주어졌을 때 다음 절차에 의해 구하면 된다. 미국 도시 간의 거리를 입력한 자료이
다. 이 자료는 다차원 척도법의 전형적인 예제 데이터이다
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Multivariate Data AnalysisMDS in SPSS (7)

데이터입력
위와 같이 행렬의 형태로 입력한다. 첫 열의 데이터 이름과 2열부터의 변수 이름은 일치해야 한다. 이 데이터는 “거리” 변위와 같이 행렬의 형태로 입력한다. 첫 열의 데이터 이름과 2열부터의 변수 이름은 일치해야 한다. 이 데이터는 거리  변
수 하나만 측정한 형태이지만 여러 항목을 측정하는 경우에도 이런 형태의 데이터 입력이 빈번히 발생한다. 데이터 입력
방법은 자료 수집을 어떻게 하였느냐에 따라 달라진다.

을①아이들에게 사탕, 아이스크림, 과자, 케이크, 과일이 대한 좋아함을 10점 만점으로 측정하였다. 

등간척도

②아이들에게 사탕  아이스크림  과자  케이크  과일의 유사한 것부터 순위를 매겨라  즉 사탕과 유사한 것 순위  아이스크②아이들에게 사탕, 아이스크림, 과자, 케이크, 과일의 유사한 것부터 순위를 매겨라. 즉 사탕과 유사한 것 순위, 아이스크
림과 유사한 순위,… 이렇게 하면 한 사람당 5X5 행렬이 생긴다. 그것을 사람 전체로 합하면 대칭 행렬이 된다. 

등간척도

③아이들에게 사탕, 아이스크림, 과자, 케이크, 과일을 묶게 한다. 이렇게 하여 수집한 데이터로부터 (묶인 회수/전체응답
자)를 대칭 행렬의 셀로 한다.

등간척도
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Multivariate Data AnalysisMDS in SPSS (8)

변수(개체이름)을 “근접” 공간에지정한다. 첫열의관측치와변수이름이상이하면다차원척도결과가나타나지않는다.
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Multivariate Data AnalysisMDS in SPSS (9)

결과
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Multivariate Data Analysis대응분석 (개요)

Correspondence Analysis 개념
범주형 변수 범주의 유사성 표현범주형 변수 범주의 유사성 표현

교차표(분할표)로 나타내어지는 자료의 행과 열 범주를 저차원 공간상(2차원)의 좌표로 표현하여 관계를 탐구하려는 탐
색적 자료 분석 기법

기원
대응분석의 수리적인 기원은 1930년대 Hirshfeld의 논문『상관관계와 분할표의 연관성』

대응분석의 기하적인 면은 1960년대 프랑스에서 Jean-Paul Benzecri에 의해서 발전되었다.

일본: 1950년대 Chikio Hayashi에 의해서 수량화 제3방법으로 개발되어 발전

프랑스: 1960년대 Jean-Paul Benzecri가 이끄는 자료분석 모임이 다양한 분야로부터 수집된 자료를 분석하는데 대응분
석 기법을 응용하고 발전
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Multivariate Data AnalysisCorrespondence Analysis (cross tabulation)

RXC 분할표

π : (X  Y) 결합밀도함수

Y

X
1 2 … C Total

πij: (X, Y) 결합밀도함수

πi+: (X) 주변밀도함수

π+j: (Y) 주변밀도함수

X

1 π11 π12 … π1c π1+

2 π21 π22 … π2c π2+

… … … … … …

R πr1 πr2 … πrc πr+

Homogeneity (동질성)

각 행에 대해 열의 분포가 동일한가?

(독립성)

r1 r2 rc r+

Total π+1 π+2 … π+c π++

ikcjforH kjij ≠==  and   ,...,2,1:0 ππ

)( 2∑
k

Independence (독립성)

(X, Y)는 서로 독립인가?

결과해석

jiijH ++= πππ:0 )1(~
)(

21

2

−
−

=
∑
= k

E

EO

i

i
ii

χ검정통계량

결과해석

χ2검정결과 p-value(유의확률) 0.05보다 적으면 두 변수 상관관계 존재

관계 해석: 행 페센트 혹은 열 퍼센트에 의한 차이 해석

R×C 셀이 많아지면 퍼센트에 의한 해석이 복잡해지고 신뢰도가 떨어짐

행 범주, 열 범주의 유사성 정도를 표현하지 못함
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Multivariate Data AnalysisCorrespondence Analysis in SPSS

직업별 정당(a, b, c, d) 선호도의 차이가 있는지 알아보기 위하여 조사한 결과 다음 데이터를 얻었다.
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Multivariate Data AnalysisCorrespondence Analysis in SPSS (교차분석)

메뉴
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Multivariate Data AnalysisCorrespondence Analysis in SPSS (대응분석)

메뉴

행, 열범주모두숫자형이어야한다.
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Multivariate Data AnalysisCorrespondence Analysis in SPSS (대응분석 2)

메뉴 CONT.
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Multivariate Data AnalysisCorrespondence Analysis (Challenge)

다음 분할표는 세 부서(1, 2, 3) 직원 영어 실력 등급을 정리한 것이다. 각 셀은 빈도(도수)이다.

어느 부서의 영어 실력이 우수한지 알고자 한다. 적절한 분석을 하시오.어 부서의 영어 실력이 우수한지 알 자 한다 적절한 분석을 하시

부서

영어

부서1 부서2 부서3

A 78 65 68

B 22 8 30

C 20 2 7
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